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Resumo: Este artigo apresenta estudos sobre a Teoria Algébrica dos
Numeros que tem sido bastante util no desenvolvimento de codigos
corretores de erros e reticulados. Corpos finitos foram a ferramenta chave
para o desenvolvimento dos codigos binarios, estruturas que despertaram
gradativamente o interesse dos pesquisadores em teoria das comunicagdes.
O objetivo deste trabalho foi relacionar a ramificagdo com os conceitos de
discriminante.
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Abstract: This article introduces studies about Algebraic Number theory
that has been enough availed in the development of error correction codes
and lattices. Finite fields were the key for the development of binary
codes, structures that aroused little by little the interest of researchers in
communication theory. The aim of this work was to relate ramification
with the concepts of discriminant.
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Conceitos Basicos - Teoria dos Numeros Algébricos

Esta secdo tem como objetivo o de introduzir conceitos
importantes da Teoria Algébrica dos Numeros, os quais sao utilizados
posteriormente, tais como, elementos inteiros sobre um anel; sobre
um corpo de niimeros veremos os corpos quadraticos e, para finalizar,
observaremos as principais propriedades dos anéis Noetherianos, dos
an¢is de Dedekind e dos anéis de fragdes.

Definigao 1.1: Sejam A < B,A e B anéis. Dizemos que um
elemento ore B ¢ inteiro sobre A, se « ¢ uma raiz de um polindmio
monico com coeficientes em A, ou seja, se existem a,,q,,...,a,_; € A,
ndo todos nulos, tal que " +a, ,@""' +...+aa+a, =0. Essa equagdo
¢ chamada de equacdo de dependéncia integral de « .

Teorema 1.1: Sejam A < Be ae B. Sao equivalentes as
seguintes afirmagoes:

a) « ¢ inteiro sobre A.

b) O anel A[ & ] ¢ um A-mddulo finitamente gerado.

c¢) Existe um subanel R do anel B tal que R ¢ um A-mddulo finitamente
gerado que contétmAe .

Corolario 1.1: Sejam A c Be e B.Se ¢, f € B sdo
inteiros sobre A, entdoar+ B, . B sdo inteiros sobre A.

Defini¢ao 1.2: Sejam A < B anéis.
a)OB={ o € B: o ¢ inteiro sobre A} ¢ chamado anel dos inteiros de

A em B, ou fecho inteiro de A em B.

Economia & Pesquisav. 12, n.12, p.102 - 115, novembro 2010 103



b) Se A ¢ um dominio e B =K o corpo de fracdes de A, dizemos que OB
¢ o anel dos inteiros de A em K. Além disso, se A= OB dizemos que A
¢ um anel integralmente fechado.

c) Se A € B sdo anéis, entio A < OB < B.

Defini¢do 1.3: Seja o endomorfismo 6,: B —>B definido por 8, (x)
= ax,com o € B. O trago de @ € B ¢ definido por TrB|A(«) =
TrB|A(6,), anorma de o € B por NB|A(« ) = det(8,) e o polindmio
caracteristico de & por mB|A(x) = det(x] — 8,).

Proposi¢do 1.1: Seja K um corpo de caracteristica 0 ou um
corpo finito. Sejam L uma extensao algébrica de grau n de K, ¢ um
elemento de L e ¢,,...,, as raizes do polindbmio minimal de o sobre
K. Entdo TrLIK(@ )= o, +...+,, NLIK(« ) = ¢, -...- &, € 0 polindmio
caracteristicode ¢ é mLK(x)=(x—)x— &,) - (x—,).

Proposi¢ao 1.2: Sejam A um dominio, K seu corpo de fragdes,
K < L uma extensdo finita de grau n e & € L um elemento inteiro sobre
A. Entdo os coeficientes do polindmio caracteristico de « sdo inteiros
sobre A. Em particular, TrL|K( ¢ ) e NL|K( & ) sdo inteiros sobre A.

Proposicao 1.3: Sejam A um anel integralmente fechado, K
seu corpo de fragdes, L uma extensao finita de K de grau n e OL o anel
dos inteiros de A em L. Seja { ¢,,...,, } uma base de L sobre K onde
det(TrLK(iej)) # 0. Seja e¢xe L. Se TrLK(¢. ) = 0 para todo f3
€ L, entdo a=0.

Defini¢ao 1.4: Um corpo de numeros ¢ uma extensao finita de

Q. Um corpo quadratico ¢ uma extensao de grau 2 de Q.
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Proposic¢ao 1.4: Um corpo quadratico ¢ da forma Q( Jd ), onde
d ¢ um inteiro livre de quadrados.

Observagao 1.1: O elemento Jd ¢ uma raiz do polindmio
irredutivel x>— d. O conjugado de Ndé - Nd , Ou seja, existe um
automorfismo o : Q(\/E) —> Q(\/E) talque o (a+ b\/g) =a—b
Vd .

Teorema 1.2 : Seja K = Q( Jd ) um corpo quadratico,comd €
Z livre de quadrados, ou seja, d ™32 ¢ congruo a 0 mod 4.
a)Sed = 2oud= 3(modulo 4), entdo o anel dos inteiros OK, consiste
de todos os elementos da forma a + b\/g ,coma,b € Z.

b) Sed = I(modulo 4), entdo o anel dos inteiros OK, consiste de todos

1
os elementos da forma2(a+b \/E ),coma,b € Z, edemesma paridade.

Defini¢ao 1.5: Sejam A um anel ¢ M um A-moédulo. Dizemos
que M ¢ um A-modulo Noetheriano se satisfaz uma das seguintes
condicoes:

a) Toda familia ndo vazia de A-submodulos de M tem um elemento
maximal.

b) Toda sequéncia crescente de A-submodulos de M ¢ estacionaria.

c¢) Todo A-submoédulo de M ¢ finitamente gerado. Dizemos que um anel
A € Noetheriano se A considerado como um A-moddulo for Noetheriano.
d) Todo anel principal A é Noetheriano.

e) Se A ¢ um anel Noetheriano e M ¢ um A-modulo finitamente gerado,
entdo M ¢ um A-moddulo Noetheriano.

Proposicao 1.5: Seja A um anel Noetheriano e integralmente
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fechado. Sejam K o corpo de fragdes de A, K < L uma extensao finita
de grau n e OL o anel dos inteiros de A em L. Entdo OL ¢ um A-mddulo
finitamente gerado e OL ¢ um anel Noetheriano.

Defini¢dao 1.6: Dizemos que um dominio A ¢ um anel de
Dedekind se satisfaz as seguintes condigdes:
a) A ¢ integralmente fechado.
b) A é Noetheriano
¢) Todo ideal primo nio nulo de A ¢ maximal.

Teorema 1.3: Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de
fracdes, K < L uma extensao finita de grau n e OL o anel dos inteiros

de A em L. Entdao OL é um anel Dedekind.

Ramificacio e Discriminante

Nesta secdo introduzimos primeiramente o conceito de
ramificacdo e apresentamos algumas propriedades, incluindo o
Teorema da Igualdade Fundamental. Também apresentamos o conceito
de ramificacdo em corpos quadraticos. Em seguida, apresentamos
o conceito de discriminante ¢ também a relagdo entre ramificagdo e
discriminante. Na penultima se¢do teremos o Teorema de Kummer, o
qual nos apresenta um método de decomposi¢do através de polindomios.
Finalizando, apresentamos o conceito de reticulado como um
subconjunto discreto do Rn e depois, através da Teoria dos Numeros

Algébricos, apresentamos um método para gerarmos reticulados.
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Conceitos de Ramificacio

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragdes, L uma
extensao finita de K de grau n e OL o anel do inteiro de A em L. Pelo
Teorema 1.3, segue que OL ¢ um anel de Dedekind. Apresentamos nesta
secdo a decomposicao de ideais primos ndo nulos P de A na extensao L,

ou seja, veremos que o ideal estendido POL de OL, ¢ expresso de modo
g

Qi

unico na forma POL= i=1 , onde os Qi sdo ideais primos de OL e
os ei sdo elementos de Z, parai=1, -, g.

Proposi¢do 2.1: Os ideais primos Qi de OL sdo os nicos ideais
primos de OL tais que Qi M A=P, parai=1,---,g.

Defini¢ao 2.1: O grau fi = f(Qi|P) da extensao OL/Qi sobre A/P
¢ chamado de grau de inércia de OL sobre A, e o expoente ei = ¢(Qi|P)
¢ chamado de indice de ramificagdo de Qi sobre A.

Defini¢ao 2.2: Dizemos que P é:

a) totalmente decomposto em L (ou em OL) quando e(Q|P) = f(Q|P) =
1, para todo ideal primo Q que esta acima de P.

b) inerte em L (ou em OL) quando e(Q|P) = 1 e f(Q|P) = n, para todo
ideal primo Q que esta acima de P. ..

¢) totalmente ramificado em L (ou em OL) quando e(Q|P) =n e f(Q|P)
= 1, para todo ideal primo Q que esta acima de P.

d) ramificado em L (ou em OL) se existir um ideal primo Qi de OL que

esta acima de P tal que ei > 1 para algum i.
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Lema 2.1: Com as notagdes acima temos que:
a) POLM A=P
b) OL/POL ¢ um espacgo vetorial de dimensao finita sobre A/P.

Lema 2.2: A sequéncia de ideais
OL 50,250'2..20"500,200," 5..200," ..0,*
=POL ¢ maximal.

Teorema 2.1: (Teorema da Igualdade Fundamental)zg:e,. f=
[OL/POL : A/P] =n. -

Lema 2.3: Se A1, A2 sdo ideais de um ancl Ae A1 + A2=A
entdio AIA2=A11 A2.

Teorema 2.2: Sejam K < L < L1 corpos de nimeros, com
respectivos anéis de inteiros OK < OL < OL1 . Seja [ um ideal primo
de OL1,Q=1M OLeP=Q M OK. Entdo e(I|Q)e(Q|P) = e(I|P) e
f1IQ)FQIP) = f(I[P).

Ramificacio em Corpos Quadraticos

Apresentamos especificamente a ramificagdo nos corpos
quadréaticos. Deste modo, sejam d € Z livre de quadrados, L = Q(\/E ),
OL o anel dos inteiros de L e p um niimero primo. Seja pOL

g

= HQf" 1a decomposicdo em L do ideal pOL como um produto de
i-1 <

ideais primos de OL. Pelo Teorema 2.1, segue que Zei f;=2.Assim, g

i=1

< 2 e temos 0s seguintes casos:

a)Seg=2,el=e2=1,fl =12 =1, entdo p se decompde em L, ou seja,
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pOL = Q1Q2, onde Q1,Q2 sado ideais primos de OL acima de pZ.
b)Seg=1,el =1, fl =2, entdo p ¢ inerte em L, ou seja, pPOL = Q, onde
Q ¢ um ideal primo de OL acima de pZ.
c)Seg=1,el =2, fl =1, entdo p ramifica em L, ou seja, pOL = Q2,
onde Q ¢ um ideal
primo de OL acima de pZ.

Defini¢ao 2.3: Dados um niimero primo impar p e um inteiro
d relativamente primo com p, dizemos que d ¢ um residuo quadratico
modulo p, se existir a 2 Z tal que
d = a® (modulo p), isto &, se a classe de restos de d modulo p for um
quadrado em Zp, caso contrario, d ndo ¢ residuo quadratico médulo p.

Exemplo 2.1: Se p = 5 entdo d = 19 ¢ um residuo quadratico
modulo 3, pois existe a = 2 tal que 19 = 2% (modulo 5). Se p = 7 entdo
d = 19 nao ¢ residuo quadratico modulo 7, pois ndo existe a tal que 19
= a® (modulo 7).

Teorema 2.3 Seja L = Q(\/E ) um corpo quadratico, onde d ¢é
um inteiro livre de quadrados.
a) Os primos impares p, onde d ¢ um residuo quadratico modulo p,
decompdem em L.
b) Os primos impares p, onde d ndo ¢ um residuo quadratico médulo p,

sdo inertes em L.

c¢) Os primos impares divisores de d ramificam em L.

Exemplo 2.2: Seja L= Q(+/1p). Como 5 divide 10, temos pelo
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Teorema 2.3, que 5

ramifica em L. Assim, e =2 ¢ f = 1. Agora, se p=3 entdo 10 ¢ residuo

quadratico modulo 3, logo 3 decompde. Assim, e =1 e f= 1. Se p=7,

temos que 10 ndo ¢ residuo quadratico mddulo 7, entdo 7 € inerte.
Teorema 2.4 Seja L = Q(\/E ), um corpo quadratico, onde d ¢

um inteiro livre de quadrados. Entdo:

a) Sed = I(modulo 8) entdo 2 se decompde em L.

c) Sed = 5(modulo 8) entdo 2 ¢ inerte em L.

d) Se d = 2(modulo 4) oud = 3(modulo 4) entdo 2 ramifica em L.
Exemplo 2.3: Se L = Q(,/17), segue pelo Teorema 2.4 que 2 se

decompde em L. Se

L=Q(/21), entdo 2 ¢ inerte em L e se L = Q( J6 ) entdo 2 ramifica em

L.

Conceitos de Discriminante

Defini¢ao 2.4 Sejam A < B anéis tal que B ¢ um A - modulo
livre de posto n. Seja {¢,...,, } c B. Definimos o discriminante
do conjunto {&,...,, } por D(&,...,e,) = det(TrB|A( o, )).

Exemplo 2.4: Sejam K = Q(\/l_ ) um corpo de nimeros e

2 0
{1, V1 } ¢ K. Assim, D(1, V1 )= o 2ol =44,
Proposicao 2.2: Sejam A < B anéis tal que B € um A - méodulo

livre de posto n. Se {y1, - - -, yn} € um conjunto de elementos de B, tais
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que yi=2aj0{j comaij€ A,parai=1,---,n,entdo D(yl, - -, yn)
=1

2
= (dﬂ[aij]] D (a,.,....,a,).
Proposicao 2.3: Seja K = Q(\/E), onde d € Z ¢ livre
de quadrados. Se d = 2(moédulo 4) ou d = 3(modulo 4) entdo o
discriminante de OK, onde OK ¢ o anel dos inteiros de K sobre Z, ¢ 4d.
Proposi¢cdo 2.4: Seja K = Q(\/E), onde d € Z ¢ livre de
quadrados. Se d = 1 (mddulo 4) entdo o discriminante de OK, onde

OK ¢ o anel dos inteiros de K sobre Z, é d.

As Relac¢oes entre Ramifica¢ao e Discriminante

Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fracdes, L
uma extensao finita de K de grau n e OL o anel do inteiro de A em L.
Esta secdo tem como objetivo relacionar os conceitos de ramificagdo e
discriminante, onde provamos que os ideais primos de A ramificam se,
e somente se, esses ideais contém o discriminante.

Teorema 2.5 Sejam K < L corpos de nimeros. Sejam OK e
OL os anéis dos inteiros de K e L, respectivamente, e P um ideal primo
de OK. Entdo P ramifica se, e somente se, P> DOL|OK.

Exemplo 2.5: Sejam K=Qe L= Q(\/E), onde d é um inteiro

livre de quadrados.
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a) Se d = 2 ou 3(modulo 4) entao Z[\/E ] € o anel dos inteiros de K
e D(1, \/E) = 4d. Assim, os primos que se ramificam em K ¢ 0 2 e os
divisores de d.

1+ *uql
b) Se d = 1(modulo 4) entdo Z[ 2 ¢ o anel dos inteiros de K ¢ D

=
(1, 1+Twi)=d. Assim, os primos que ramificam em K sao os divisores
de d.

Teorema de Kummer: Sejam OL = A[« ], onde & € OL, ¢
m ¢« |[K(x) o polindmio minimal de & sobre K. Sejam m1(x), ...,mg(x)
polindmios moénicos em A[x] tal que m(x) = m1(x)“ - - ‘mg(x)* ¢é a
fatoragdo de m(x) em polindomios irredutiveis distintos em (A/P)[x].
Entdo existem ideais primos distintos Q1, - - - ,Qg de OL acima de P tal
que OL/Qi = A/P(¢;), onde ;¢ uma raiz de mi(x), e assim f(Qi[P) =
gr(mi), parai=1,---, g.

Corolario 2.1. Com as hipoteses do Teorema de Kummer
temos que:
a) P decompde em L se, e somente se, m(x) fatora em (A/P)[x] em
fatores lineares distintos x — (ai + P), parai=1, - - -, n. Neste caso, POL
= Q1 - - -Qn, onde Qj = POL + (& — a1)OL sdo ideais primos distintos
de OL,parai=1, -, n.
b) P ¢ inerte em L se, ¢ somente se, m(x) ¢ irredutivel em (A/P)[x].

Neste caso, POL ¢ um ideal primo de OL.
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c) P ¢ totalmente ramificado em L se, e somente se, m(x) ¢ uma poténcia
n-ésima em (A/P)[x], isto é, m(x) = (x — (a+ P))”, para algum a € A.
Neste caso, POL = Qn, onde Q =POL + (& — a)OL ¢ um ideal de OL.

Exemplo 2.6: Seja K = Q(*-"—_l) = Q(2 ). Pelo Teorema 1.2
temos que o anel dos inteiros de K ¢ OK = Z[¥-1]. Para P = <3>,
temos que ** + 1 =m_|Q(x) ¢ irredutivel moédulo 3Z[x]. Assim, pelo
Corolério 2.1, temos que <3> ¢ totalmente inerte, ou seja, 30K =
Q, onde Q ¢ um ideal primo de OK, com e(Q|P) = 1, e pelo Teorema
Kummer, temos que f(Q|P) = 2.

Se P =<5>, temos que X¥* + | =m & |Q(x) = (x + 2)(x + 3)
modulo 5Z[x]. Assim, pelo Corolario 2.1, temos que <5> ¢ totalmente
decomposto, ou seja, SOK = Q1Q2, onde
Ql =<5, & +2> Q2 =<5,% + 3> 530 ideais primos de OL com
e(Q1P)e(Q2[P) = I e f(Q1[P)f(Q2[P) = I.

Exemplo 2.6: Seja K = Q(m). Pelo Teorema 1.2, temos que
o anel dos inteiros de Q(m) ¢OK=Z (m). Para P=<2>, temos que
%%~ 10 =mv10|Q(x) = ** médulo 2Z[x]. Entdo <2>OL =P* onde P =
<2, 10>. Assim, e(P|<2>) = 2. Portanto, P = <2> ¢ totalmente ramificado
em Q(m). Para P = <3> um ideal primo de Z temos que **— 10 =m
Vio |Q(x) = (x+ 1)(x — 1) mddulo 3Z[x], e entdo <3>0OL =<3, 1 +V10
><3,1-¥10> =PP’ Assim, e(P|<3>) = e(P’|<3>) = | e f(P|<3>) =

f(P’|<3>) = 1. Portanto, P = <3> ¢ totalmente decomposto em Q(m).
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